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CRITERIA FOR ASSESSING LOSSES FROM UNEVEN FERTILIZATION

Abstract. The article presents analytical dependences of changes in the potential yield of agricultural crops 
depending on the uneven distribution of solid mineral fertilizers over  the field surface. Graphical dependences 
reflecting the change in the coefÏcient of relative losses of fertilizers at different values of the coefÏcient of variation 
are presented.
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Введение

Нахождение и формализация функции отклика урожайности сельскохозяйственных культур 
от  дозы  вносимых  удобрений  является  одной  из  наиболее  популярных  задач  агрохимической 
нау ки на протяжении более 100 последних лет. В настоящее время существует множество од­
номерных моделей,  которые  позволяют  анализировать  продуктивность  сельскохозяйственных 
культур в  зависимости от одного  значимого фактора, например, дозы вносимых азотных удо­
брений, при постоянстве других факторов. Увеличение количества факторов агрономического 
опыта позволяет избежать возможных ошибок в расчетах, что особенно актуально в зоне «риско­
ванного земледелия», характерной для Беларуси [1, с. 321–334; 2, с. 304–318].

Широкую известность получили классические модели описания продуктивности сельскохо­
зяйственных  культур,  которые  разрабатывали Юстус фон Либих  (1855),  Э. Митчерлих  (1909), 
Пфайфер и Фролих (1912), Б. Бауле  (1918), Шпильманн (1923), В. Богуславский (1962) и другие 
ученые [3, с. 128–132; 4].

В исследовании, проведенном Р. Гриффином [5, с. 216–227], выделено двадцать различных ти­
пов функций, которые использованы для аппроксимации продуктивности сельскохозяйственных 
культур. Среди них функция Э. Митчерлиха, квадратичная функция, производственная функция 
В. Леонтьева, кубическая, линейная и другие функции. Для нахождения критерия оценки потерь 
от неравномерного внесения удобрений необходимо подробно рассмотреть существующие функ­
ции продуктивности и выявить взаимосвязь между качеством распределения удобрений и уро­
жайностью сельскохозяйственных культур.
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Основная часть

Наиболее цитируемыми в литературных источниках являются:
 функция Э. Митчерлиха (Mitcherlich, 1909) [6, с. 269–295; 7, с. 2–3]

  1 cX
Mt uY A e  ,  (1)

где Au – максимальная для данных условий урожайность культуры, т/га; с – эмпирический коэф­
фициент; 

 квадратичная модель отклика (Pfeifer & Frolich, 1912) [8, с. 107–116; 2, 304; 9, с. 122–132; 10, 
с. 681–689]:

 0 1 2 .PfY c c X c X    (2)

Также следует выделить полином третьей степени [11, c. 247]:

 
2 3

0 1 2 3StY c c X c X c X    . (3)
Уравнения, представленные формулами (1), (2) и (3), позволяют определять влияние дозы удо­

брений на урожайность сельскохозяйственных культур. По форме кривой существующие модели 
представляют собой возрастающие выпуклые линии с замедляющимся ростом или выходом на 
плато [4] (рисунок 1).

По причине неравномерного внесения удобрений доза их будет неодинаковой в различных 
участках поля. Таким образом существует различие между заданной и фактической дозами вне­
сения удобрений, которое можно оценить коэффициентом вариации , что в конечном итоге от­
разится на величине урожайности (рисунок 2).

Рисунок 1 – Классические функции урожайности (продуктивности) сельскохозяйственных культур

Рисунок 2 – Изменение дозы вносимых удобрений по причине неравномерного их внесения
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Рисунок 3 – График плотности распределения дозы минеральных удобрений f(q)  
для различных коэффициентов вариации  при постоянной средней дозе внесения  = const

Причиной  неравномерного  внесения  удобрений может  служить  несовершенство  конструк­
ции машин  для  внесения  удобрений,  а  также  уровень  дифференциации  внесения,  рациональ­
ность организации технологического процесса и ряд других факторов. В работе исследователей 
[12, c. 943–952; 13, c. 16–21; 14, c. 85–88] предложены закономерности, подтверждающие непо­
средственное влияние на величину урожайности коэффициента вариации .

Для оценки потерь от неравномерного внесения удобрений необходимо установить функци­
ональную взаимосвязь между урожайностью сельскохозяйственных культур и качественными 
характеристиками распределения удобрений по поверхности поля.

Для  характеристики  неравномерности  распределения  удобрений  используют  коэффициент 
вариации , который определяется как отношение стандартного отклонения σ к среднему значе­
нию дозы  [15, с. 31]:

  = σ / ,  (4)
где σ – среднее квадратическое отклонение дозы удобрений, кг/га;  – средняя доза удобрений, 
кг/га.

Согласно мнению исследователей [13; 14; 15; 16, c. 16–25], распределение удобрений по полю 
подчиняется  нормальному  закону  распределения.  Тогда  плотность  распределения  дозы  мине­
ральных удобрений по рабочему участку (рисунок 3) можно представить в виде

 

   22

2 22 22
1 1

( )
2 2

qq

f q e e

 
σ  σ   

σ   
��

�
,   (5)

где q – доза вносимых удобрений в физическом весе, кг/га.
Как видно из рисунка 3, кривая плотности нормального распределения дозы минеральных 

удобрений f(q) имеет симметричный вид относительно прямой q =  с максимумом в точке, соот­
ветствующей средней дозе удобрений .

Значение максимума функции плотности распределения дозы минеральных удобрений опре­
деляется по формуле: 

 
  1

2i

f
V

 
 

,
 

(6)

где Vi = σi  /  – коэффициент вариации при постоянной дозе внесения удобрений  = const.

Точки перегиба кривой имеют координаты    1
1 ;

2
i

i

V
V e

 
  

  
 и    1

1 ;
2

i

i

V
V e

 
  

  
.

Рассмотрим влияние параметров  и  на вид графиков функции распределения удобрений. 
Учитывая, что площадь под кривой плотности распределения равна: 
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Рисунок 4 – График плотности распределения дозы минеральных удобрений f(q)  
для различных коэффициентов вариации  при изменении средней дозы внесения i
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(7)

Таким образом, при увеличении коэффициента вариации  и постоянной средней дозе удо­
брений  = const кривая плотности распределения становится более пологой и вытянутой вдоль 
оси абсцисс.

Если изменяется средняя доза вносимых удобрений i, то кривая плотности распределения 
дозы удобрений смещается вдоль горизонтальной оси (рисунок 4).

Функция отзывчивости удобрений на урожай [17; 18]:

 
2

0 1 2( )y u q c c q c q    ,  (8)

    2
0 1 2( ) ( )Y u q c c q c q      .
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(9)
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(10)

Учитывая, что по формуле (3) урожайность может определяться через полином третьей сте­
пени, определим значение: 
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Тогда:

 
   2 2 2 2

0 1 2 0 1 2( ) ( 1).y u q c c c c c c     σ    σ        � � �
 

(12)

Для нахождения относительных потерь удобрений запишем:

 

   
 

2
1 2 1 2 2

0 1 2
.

q c c q c c v cy y
y c q c c q

   
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   

(13)

Обозначим снижение дозы удобрений от неравномерного их внесения ∆, тогда средняя доза 
составит:

   2
0 1 2 ( ) .y c c c    ∆    ∆

 
(14)

Приравнивая формулы (12) и (14), и решая относительно ∆, определяем абсолютные потери 
удобрений от неравномерного внесения:

   2 2 2
0 1 2 0 1 2 2( ) .c c c c c c c   ∆    ∆     σ  

 
(15)

Учитывая, что доза минеральных удобрений 0, при которой обеспечивается максимальный 
урожай, в соответствии составит: 

 

1
0

2

.
2

c

c
 

 
(16)

Тогда: 

 
   2 22 2 2

0 0 0 0
.

   σ          ∆
ξ   

  


 (17)

Найдем отношение снижения дозы от неравномерного внесения удобрений ∆ и средней дозы 
удобрений , тем самым получим значение относительных потерь удобрений от неравномерного 
их распределения:

 

   2 22 2 2
0 0 0 0 .

   σ          ∆
ξ   

  


 

(18)

Рассмотрим, как изменяется коэффициент относительных потерь удобрений ξ при варьирова­
нии дозы удобрений и коэффициента вариации (рисунки 5 и 6). 

Как видно из рисунка 5, при внесении различных доз минеральных удобрений с неизменным 
качеством их распределения, например, при  = 0,2 коэффициент потерь удобрений остается 
неизменным.

Из графика, представленного на рисунке 6, видно, что если средняя доза внесения удобрений 
постоянна, т. е. 0 = const, то при увеличении коэффициента вариации  наблюдается возраста­
ние коэффициента относительных потерь удобрений ξ. Таким образом коэффициент относитель­
ных потерь минеральных удобрений ξ позволяет объективно оценить потери от неравномерного 
их внесения.

Для оценки потерь удобрений от неравномерного внесения для различных коэффициентов 
вариации построим график, отражающий зависимость потенциальных потерь урожая при зна­
чении коэффициентов с0 = 2928,7; с1 = 41,827; с2 = –0,081. Как видно из рисунка 7 для средней 
дозы внесения 0 = 250 кг/га при коэффициенте вариации  = 0,15 абсолютные потери урожая 
достигают 113 кг/га.
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Рисунок 5 – Изменение коэффициента относительных 
потерь удобрений при различных дозах внесения 

удобрений ( = const)

Рисунок 6 – Изменение коэффициента относительных 
потерь удобрений при различных значениях 

коэффициента вариации (0 = const)

Рисунок 7 – Потери потенциального урожая в зависимости от неравномерности внесения удобрений  
для средней дозы внесения 0 = 250 кг/га

Рисунок 8 – График изменения относительных потенциальных потерь удобрений  
в зависимости от коэффициента вариации для средней дозы внесения



Из рисунка 8 видно, что с увеличением неравномерности распределения удобрений до  = 0,15 
теряется 1,34 % урожая. Относительные возможные потери удобрений от нерационального их ис­
пользования по причине неравномерного внесения отображены на рисунке 8, где представлена 
зависимость изменения относительных потерь удобрений от коэффициента вариации для сред­
ней дозы внесения 0 = 250 кг/га.

Заключение

Таким образом, неравномерное внесение является одним из наиболее негативных факторов, 
который приводит не только к потерям урожая сельскохозяйственных культур, но также являет­
ся причиной нерационального использования удобрений, которые затем смываются грунтовы­
ми водами, что в конечном  итоге  приводит  к загрязнению  почвы  и окружающей  среды. Для 
повышения эффективности процесса внесения твердых минеральных удобрений целесообразно 
осуществлять внутрипочвенное внесение или сплошное распределение штанговыми рабочими 
органами.
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